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Clasa a 9-a

SOLUTII

Problema 1. a) Fie a,b,c € (0;+x). Sa se demonstreze ca
a®+b%+c? 2%-(&2 +b*+¢?)-(a+b+c).

b) Fie a,b,c,d e (O;+oo) . Sa se demonstreze ci

a b c d>f

+ + + >—.
a+2-b 2-a+b c+2.d 2.-c+d 3
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Solutie. a) iInmultind cu 3 inecuatia si efectuand calculele obtinem:
2a’ +2b% +2¢® > a’b + ab® +b’c + bc® + c*a+ca®, inegalitate pe care o notim cu (1).
Demonstram mai intai ¢ a°+b® > a’h+ab®, pentru orice a,b € (0;+x). Avem ci:

a®+b’>a’h+ab’ <> a’-a’h+b’-ab’ 20« a’-(a—b)-b*-(a—b)2 0« (a’~b*)-(a—b)2 0
< (a- b)2 -(a+b) >0, ceea ce este adevérat pentru orice a,b e (0;+0).

La fel se deduc si relatiile b®+c® >b’c+bc? si ¢®+a® >c*a+ac’, pentru orice a,b,c e (0;+x).
Adunand membru cu membru inegalititile a°®+b® >a’b+ab*, b®+c®>b’*c+bc’ si

c®+a’ >c*a+ac® obtinem inegalitatea (1), echivalenti cu cea din enunt.
b) Inmultind cu 3 inegalitatea si scazand 1 din fiecare fractie obtinem:

2(a—b)+ 2(b—a)+2(c—d)+ 2(d—c)
a+2-b 2-a+b c+2-d 2-c+d
2-(a—b)+2-(b—a)=2'(a_b)( 11 )zozz-(a—b) a+2-b-2-a-b 50
a+2-b 2-a+b a+2-b 2-a+b (a+2-b)-(2-a+b)
(a-b)’

:2.(a+2-b)-(2-a+b) >0, pentru orice a,b e(0;+).

> 0, inegalitate pe care o notam cu (*).

2-(c—d) 2-(d-c)
c+2-d " 2-c+d
2-(a-h) 2-(b—a)>0 . 2-(c—d)Jr 2-(d—c)

+ >
a+2-b 2-a+b © c+2d 2-c+d
(*), care este echivalenta cu inegalitatea din enunt.

Analog se demonstreaza >0, pentru orice c,d (O; + oo) .

Adunand inegalitatile >0, obtinem inegalitatea

Problema 2. a) Fie ABCD un trapez, AD || BC, punctul M este mijlocul segmentului [DC],

AM nBD :{O} . Picioarele perpendicularelor duse din A si C pe BD sunt A', respectiv C'. Sa se
DO AA'

demonstreze ca = .
BO AA+CC'




b) Fie ABC un triunghi isoscel cu m(«BAC) =120°, iar [CD este bisectoarea

unghiului «xACB, D € AB, punctele A’ si D' sunt proiectiile ortogonale ale punctului A, respectiv
D pe BC. S se demonstreze ca [DD']=[A'D"].
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c) Fie ABC un triunghi, M €(AB), N €(AC) puncte mobile, iar MC "NB ={O}.

ATAMN] ) A{Boc]

MON]

(Am notat cu A,,, aria triunghiului XYZ)

Demonstrati cé raportul este constant.

%k sk ok

Solutie. a) Fie {N} =AM NBC si {I} = ACNBD. Avem ca AMDA=AMCN, cazul de congruentd
este U.L.U. Rezulta ca [NC|=[AD].

N ~ "

Notam DC =a si BC =b.
DO AD
Avem = =
BO NB a+b
AA" 1A a AA' a
r’ _— > =
CC'" IC b AA+CC' a+b
Din relatiile (1) si (2) rezulta relatiile din enunt.

, relatie pe care o notam cu (1).

Da , relatie pe care o notam cu (2).

b) Fie punctul E astfel incat Ae(EC). Consideram triunghiul AAA'C pentru care [CD si [AB sunt

bisectoarea interioara a unghiului «C , respectiv bisectoarea exterioara a unghiului <A
(m(«<EAB)=m(<«BAA")=60"). Deducem ca [A'D este bisectoarea exterioard a triunghiului AA'C.




in concluzie, m(«AA'D)=m(«DA'B) =45, de unde deducem ci triunghiul DD"'A" este

dreptunghic isoscel cu [DD']=[A'D'], ceea ce trebuia demonstrat.

c¢) Vom folosi teorema Van Aubel:
Daca ABC este un triunghi si AP, BN,CP sunt ceviene concurente in punctul O, atunci are loc

AO AN AM
relatia — = —+——
PO CN BM
Demonstratia teoremei Van Aubel.
Notam AM _ =X, BP_ =Y s ﬂ = Z si din teorema lui Ceva obtinem X-y-z=1. Aplicam
BM CP AN
teorema lui Menelaus in triunghiul ABP cu transversala M —O —C si obtinem
AO 1 1 AO 1 AN AM
———=le —-= x-(y+1) =—+X=——+——, ceea ce trebuia demonstrat si astfel
PO y+1 x PO CN BM

demonstratia teremei Van Aubel este incheiata.

.

Mai departe continudm cu demonstratia problemei. Avem ca ﬁAMN _AM-AN X 1 s
A{Asc] AB-AC  x+1 z41°

'ATBOC] BO-CcOo ( +£j[l+ zj (teorema Van Aubel). Prin urmare,
y

ﬁMON " MO-NO X
Aoy Aeoey _p o x 1 x e 1 @,
Awon] X+l 241 x ol (x+1)-(z+1)  x-y-z asc]

Deci, raportul dat in enunt este egal cu AT nec adica este constant.

Problema 3. Sa se determine k € Z daca este adevarata egalitatea:
[2-k~x]:[2-k-x—x+ﬂ , pentru orice x €[0;1).
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2.k-1 2-k-1
2.k ' 2k

Solutie. Daca k > 2, atunci consideram X = c (0;1) _
2—.2k|:1 > % < 2-k-1>k < k>1, ceea ce este adevarat.

A

in relatia datd in ipoteza obtinem:

2-k—l:[2k—1— 2'2k;1+ﬂc>0:{1—&}:>0=—1, ceea ce este fals.

Tnlocuind x =

2 2k
Daca k <-2, atunci consideram X = 2'k+1, 2‘k+1e 1;1 .

2-k 2-k 2
2'2k:1>%©2-k+1<kc>k<—1,ceea ce este adevarat.
2'kJrl<l<:>2-k+1>k<:>1>O,,ceeace este adevarat.

Tnlocuind x = = in relatia datd in ipoteza obtinem:
2.k+1:{2k+1—2'k+l+ﬂc>0:[%—Z'Zk;rl}boz—l, ceea ce este fals.

Daca k = -1, atunci vom avea [-2- x| = {—2 X=X+ ﬂ o [-2-x]= [—3- X+ ﬂ , pentru orice
1 . . 1
x€[0;1). Alegem x == si obtinem | —= | =0, ceea ce este fals.
6 3
Daca k =0, atunci vom avea 0= {—x+ ﬂ , pentru orice X e [0;1) , Ceea ce este fals.
Daca k =1, atunci vom avea [2-x]= {x +ﬂ , Ceea este adevdrat pentru orice X €[0;1), deoarece

din identitatea lui Hermite avem ca pentru orice X € R are loc egalitatea [2 . X] = [X] + [X + E} ,lar

daca x e[O;l) avem ca [X]zO.

In concluzie, problema admite o singura solutie: k =1.



